
　

1 Rutherford散乱断面積

♣　衝突断面積について一言
速度 vの入射粒子（projectile）Ａが、静止している標的粒子（target）Ｂに衝突する。粒子の半径は ra, rb

とし、共に剛体球と仮定する。衝突径数（impact parameter）を bとすると、b ≤ (ra + rb)であれば必
ず衝突するが、b > (ra + rb)のときは衝突しない。
故に、衝突するかしないかということに関する限り、
大きさを持たない質点が半径 (ra + rb)の球と衝突す
るのと同じ。つまりこの質点にとっては、標的は、

　　　σ = π(ra + rb)2

の断面積を持つ。σを衝突断面積と呼ぶ。粒子Ａが
標的Ｂの気体の中を長さ ℓだけ動くとき、衝突の起
こる回数は（衝突しても素通りするものとして）、σℓ

の体積の円筒内に含まれる Bの数、σℓn、に等しい
（nは単位体積（cm3）中のＢの個数密度）。

　平均自由行程 (mean free path)：λ =
走行距離

その間の衝突回数
=

ℓ

σℓn
=

1
nσ

　

ra

rb
b

であり、衝突から次の衝突までに走る平均距離である。別の見方：長さ dxを走る間に衝突して減衰す
る割合は、　 dI = −I(x)σndx　→　 I(x) = I0e

−nσx。これより、ある時刻から 1/eに減少するまでに

走る距離は、　 e−1 = e−nσx　→　 x =
1

nσ
= λ、即ち、1/eになる距離でもある。

　衝突間の平均自由時間（mean free time）：τ =
λ

v
=

1
nσv

　 1秒間の衝突の頻度（collision frequency）：Za =
1
τ

= nσv

特に、Zab = σv、を衝突頻度因子と呼び、反応速度定数に関連した量。
———————————————————————————————————————-
断面積の定義は粒子数保存から：2πbdbに入った粒子
数 n(b)＝ 2π sinΘdΘ に散乱された粒子数 n(Θ) →
　 σ(Θ) = 散乱粒子数/(単位時間・単位立体角)

入射粒子数/(単位時間・単位立体角)

　　　 =
n(Θ)/2π sinΘdΘ

n(b)/2πbdb
=

bdb

sinΘdΘ
=

b

sin Θ(dΘ/db)

bとΘは１：１対応すると言ったが、より一般的に
は（引力ポテンシャルが共存するような場合）図の
ようになる。故に、ある角度（例えば、±30o）では、
３つのｂが対応する（実験的には区別不可能）。

　　→　σ(Θ) =
∑

i

∣∣∣∣
b

sinΘ(dΘ/db)

∣∣∣∣　正負は条件による。





rainbow（虹）散乱 ：　 dΘ/db = 0 のとき

Glory（グロ－リ）散乱 ：　 sinΘ = 0 のとき

で、共にσ(Θ)が非常に大きくなるところに対応する。
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1.1 古典的計算（簡単方法）

µ, viは換算質量、相対速度で、初期エネルギは

Ei =
p2

i

2µ
=

µv2
i

2

弾性散乱より、pi = pf = µvi,

運動量移行（momentum　 transfer）は　
q = △p = pi − pf

→　 q2 = 2p2
i (1 − cos Θ) = 4p2

i sin2(Θ/2)

　→　 q = 2pi sin(Θ/2)

一方、これは力積 (但し図の z成分)に等しいから、

　 q =
∫ ∞

−∞
Fzdt =

∫ φ

−φ

z1z2e
2

r2
cos ρdt

　

pi

pf q

角運動量保存　L = r × p = rer × µ

(
dr

dt
er + r

dρ

dt
e

)
= µr2 dρ

dt
= µvib　 → dt =

r2

bvi
dρ

→　 q =
z1z2e

2

bvi

∫ φ

−φ
cos ρdρ =

2z1z2e
2

bvi
sin φ =

2z1z2e
2

bvi
cos(Θ/2),　 (Θ + 2φ = πより)

２つの q式から、　 q = 2µvi sin(Θ/2) =
2z1z2e

2

bvi
cos(Θ/2),　→　　 tan

Θ
2

=
z1z2e

2

µv2
i b
　 =

d

2b
　

ここで、d =
z1z2e

2

µv2
i /2

=
z1z2e

2

Ei
、は collision-diameterと呼ばれ b=0（head-on-collision）のときの最近接

距離に相当する。故に、或るひとつの衝突径数に対してひとつの散乱角（今の場合ＣＭ系での角度 Θ）
が対応する。散乱断面積は「ｂで来たものはΘ方向に必ず行く」という粒子数保存の考えでよいから、

σ(Θ)2π sinΘdΘ = 2πbdb,　→　σ(Θ) sin ΘdΘ = bdb、　 bとΘの関係式から

　σ(Θ) sin ΘdΘ =
d2

8
cos(Θ/2) dΘ
sin3(Θ/2)

=

(
z1z2e

2

4Ei

)2
sinΘ dΘ
sin4(Θ/2)

散乱立体角 dΩf = dϕ sin ΘdΘ を用いて、　　σ(Θ)dΩf =

(
z1z2e

2

4Ei

)2
dΩf

sin4(Θ/2)
,　
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1.2 古典的計算（一般的）




L =保存 = rp sin θ、紙面裏向きベクトルで初期値　µvib　に等しい

　一般には、v = ṙer + rθ̇e„　より　r × p = µr2θ̇　→　θ̇ =
bvi

r2

Ei =
µ

2
v2
i =保存 =

µ

2
(ṙ2 + r2θ̇2) + V (r) =

1
2
µṙ2 + V (r) +

µv2
i b

2

2r2︸ ︷︷ ︸
=

1
2
µṙ2 + Veff

Veff = V (r) +
L2

2µr2
を有効ポテンシャルと呼ぶ。第１項は２粒子の核間距離 rの方向（動径成分）の運

動エネルギ－で、
1
2
µṙ2 = Ei − Veff、　これがゼロの場合の r が最近接距離で、classical-turning-point

とも呼ぶ。V (r) の形（斥力、引力、どっち？）や、角運動量 L（または衝突径数 b）の大きさに依存し
て、下図右のように１個だけとは限らない。

最も簡単な、V (r) =
z1z2e

2

r
=

k

r
、の場合　Ei =

k

r
+

µv2
i b

2

2r2
　→　 2Eir

2 − 2kr − µv2
i b

2 = 0　の正の解、

　　 rc =
k

2Ei
+

√
k2

4E2
i

+ b2　：closest approach distance（下図）

　 　
軌道計算 (単純クーロンポテンシャルの場合)

Ei式より、　ṙ = ±vi

√
1 − 2

µv2
i

V (r) − b2

r2
= ±vi

√
1 − k

rEi
− b2

r2

⇒　dr

dθ
=

dr

dt

dt

dθ
=

ṙ

θ̇
=

ṙr2

bvi
= ±r2

b

√
1 − k

rEi
− b2

r2
　（正は衝突前、負は後）

なお、
√
正より　 r ≥ rc が得られる。r = rc のときの角度を φとすると対称性から 2φ + Θ = π 。

衝突前（r = ∞ ∼ rc）の軌道について積分して φを計算すればよい。

　 (φ + Θ) − π = −φ =
∫ φ+Θ

π
dθ =

∫ rc

∞

dθ

dr
dr =

∫ rc

∞

bdr

r2
√

1 − k/Eir − b2/r2
,　χ ≡ 1

r
として

=
∫ 0

1/rc

(
1 − kχ

Ei
− b2χ2

)−1/2

bdχ =
∫ 0

1/rc







√
4E2

i b2 + k2

2Eib




2

−
(

bχ +
k

2Eib

)2




−1/2

bdχ

ここで、bχ +
k

2Eib
=

√
4E2

i b2 + k2

2Eib
sin η、とおく。積分範囲は、0 ≤ χ ≤ 1/rc −→ η0 ≤ η ≤ η1　
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　χ = 0では、sin η0 =
k√

4E2
i b2 + k2

　右図

　χ =
1
rc
では、sin η1 = 1　→　η1 = π/2

η積分より、　− φ =
∫ η0

η1

dη = η0 −
π

2

　→　　Θ = π − 2φ = 2η0

　

k

Ei b2

no

→　tan
Θ
2

= tan η0 =
k

2Eib
=

z1z2e
2

2Eib
=

z1z2e
2

µv2
i b

=
d

2b
　

断面積は前節と同様にして求まる。この式より電子が無いイオン同士の散乱では、散乱角Θと衝突径数
bの関係は１対１に対応する（下のＡ図）。しかし、電子による核電荷の遮蔽（screening）がある時や低
速度の衝突では、Ｂ，Ｃ図のように１：１対応ではなく、ある散乱角度に対応する bは複数個になる。負
の散乱角とは図Ｄのような軌道に対応する。

低速度のイオン（電荷を qeとする）と中性原子との衝突では、ポテンシャルの形は上述のような単純
クーロン型ではなく、原子の分極による「引力」ポテンシャルとなる（次式）。

　 V (r) = −α

(
qe

4πε0

)2 1
2r4

= −αq2

2r4
　　α :原子の分極率

第１式はMKS表記、第２式は原子単位。実例として 4keVの
C6+イオンとヘリウム原子の衝突（Ei = 36.8au）で、このV (r)
を用いた有効ポテンシャルを図示する。衝突径数によって壁の
頂点の高さが異なり、図示したのは b = 1.28au = 0.68Åの場
合。このときは、rが 0.9auあたりで入射エネルギ－と一致す
る（つまり最近接距離）。bがこれより小さいと壁の高さは点
線よりも下がるため、入射イオンは原子の内部まで入り込み、
核の周りをグルグルといつまでも回ることがある。この現象が
上図 Cに示した orbiting。
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□　相互作用ポテンシャル
　
粒子同士が相互作用（interaction）によって或る反応を起こす過程は、シュレーディンガ方程式を解けばよい。
方程式自体は正確に書けて、例えば、１電子系（Ｈ型）同士の系については、

V (r) =
Z1Z2e

2

r
− Z2e

2
∫

n1(r1)d3r1

|r + r1|
− Z1e

2
∫

n2(r2)d3r2

|r − r2|
+ e2

∫
n1(r1)n2(r2)d3r1d3r2

|r + r1 − r2|

である。しかし、これですら解くのは不可能で、１個の水素原子内の電子に
対してのみ可能である。理由は、上式に含まれる電子密度 n(r)自体が波動関
数 (|ψ(x)|2）から決まるものであるため。要は、２体以上（多電子原子）の
場合は無理ということ。そこでこれまで色々な近似形が考案されてきた。
分類としては、screened クーロンポテンシャル（screened Coulomb）、ボル
ンーメイヤー (Born-Mayer) 型、引力型、折衷型（Combined）、経験的、解
析的など。

　

１．Screened Coulomb ポテンシャル

　 V (r) =
z1z2e

2

r
φ(r/a),　　φ(r/a) =

∑

i

cie
−di r/a,　

∑

i

ci = φ(0) = 1

　　 a =

(
9π2

128

)1/3

aoz
−1/3
eff = 0.88534aoz

−1/3
eff ：スクリーニング長、Thomas-Fermi半径

　　 zeff = (zx
1 + zx

2 )y：有効電荷、トーマス・フェルミのモデルでは、xy = 1、の関係

　





@Firsovモデル x = 1/2, y = 2 → aF = 0.88534ao

(
z
1/2
1 + z

1/2
2

)−2/3

@Lindhardモデル x = 2/3, y = 3/2 → aLS = 0.88534ao

(
z
2/3
1 + z

2/3
2

)−1/2

@Robinsonモデル aR = 0.0750Å　　　 (z1 = z2に対してのみ)

以上の中で最も簡単なものは Bohrポテンシャルで、展開項がひとつのもの。

　　 V (r) =
z1z2e

2

r
e−r/aB ,　 aB = a0

(
Z

2/3
1 + Z

2/3
2

)−1/2

この型は遠方の rでよくない。トーマスフェルミポテンシャル（下記）の解析的近似解としてMoliereが考案
したものは３つの展開項を持つもので、表の通りの数値。
スクリーニング長としてよく使われるのは Firsovの aFであるが、aLSと比べてどう良いかについての決定的
な理由が無いため、実験に合わせたパラメタと考えてよい。
Wilsonは多数の原子間ポテンシャルを計算するために「自由電子法」を用い、Kr-Cモデルと呼ばれる。この
ポテンシャルは色々な粒子間の組み合わせに対してかなりよい平均値であることが知られている。
もっと一般には、数百個から１万個程のイオンー原子の組み合わせで求めたものがあり、ZBL（Ziegler, Biersack,
Littmark）モデルというものがあり、”universal potential”と呼ばれており、モリエール型よりも良く実験値
を再現する。

ZBLでは、xy = 0.69,の関係で、　　 aZBL = 0.88534a0

(
Z0.23

1 + Z0.23
2

)−1

Kr-C型は、この aZBLを用いると ZBLとよく一致し、Firsovの aFを用いるとモリエール型に合うようになる。
次に、Lenz-Jensenモデルでは、φ(x)の形自体が異なり、

　　φ(x) =
(
1 + y + 0.3344y2 + 0.485y3 + 0.002647y4

)
e−y, y =

√
9.67x, x = r/aLS

　　　　　　　－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－
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係数 Bohr Moliere Kr-C ZBL Lenz-Jensen
c1 1 0.35 0.190945 0.028171 0.01018
c2 0 0.55 0.473674 0.28022 0.24330
c3 0 0.10 0.335381 0.50986 0.7466
c4 0 0 0 0.18175 0
d1 1 0.3 0.278544 0.20162 0.206
d2 0 1.2 0.637174 0.40290 0.3876
d3 0 6.0 1.919249 0.94229 1.038
d4 0 6.0 0 3.1998 0

　　　　　　　－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－
2．Born-Mayerポテンシャル

　　　 V (r) = ABMer/aBM、　ABM = 52(z1z2)3/4eV　、　 aBM = 0.219Å

ごく簡単なものであるため計算では非常によく用いられる。ABMや aBMの値は各元素ごとに与えられていて、
universalなものとして、上の式が提唱されている（Sigmund）。
　
(問題：He＋C衝突でのポテンシャルが右図
となることを確かめよ)
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－－－－－－－－－－－メモ：１原子の中の１電子に対するポテンシャル－－－－－－－－－－－－－－－
♣Hartreeポテンシャル(１電子近似)

　ｉ番目の電子のハミルトニアン；Hi = − h̄2∇2
i

2m
− Ze2

ri
+

∑ ∫
e2

rij
|φj(rj)|2d3rj

計算手順：１電子系で求めた φj(rj)（初期値）代入し、Ｈ決定→ φj(rj) 導出→式代入→Ｈ決定→ φj(rj) 決
定．．．．．．．．．．
また、この式にスピン相互作用を入れたものが Hartree-Fock近似で軽原子には良い近似である。しかし、こ
れら方法は多電子系には複雑過ぎる、収束性が悪いなどの欠陥があり、次のト－マス・フェルミ近似が普通
　
♣Thomas-Fermiポテンシャル
＊フェルミ粒子の集団として扱う。
＊基底状態では、ある最大運動量（p0）まで許される状態すべてに電子が詰まっているとする。各状態には
spin↑↓の２個の電子が詰まる。物理空間の体積を L3として、

電子数　 = 2 × 4πp3
0L

3

3h3
=

p3
0

3π2h̄3 L3 = n(r)L3

任意の場所（r）での電子の最大運動エネルギ－ T は、E = T + V = 0のときで、T = p2
0/2m = −V (r)なの

で、p2
o = −2mV B(r)

　 n(r) =
(−2mV (r))3/2

3π2h̄3 　と書ける。n(r) : rの位置での電子数密度

self-consistency（自己無撞着）の条件、「静電ポテンシャル (= −V (r)/e)は n(r)の電子群が作るポアソン方程
式から決定される」から
1
−e

∆V (r) = −ρ(r)
ε0

(MKS) = −4πρ(r)(CGSガウス系) = 4πen(r)
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　→　− ∆V (r) =
4e2

3πh̄3 (−2mV (r))3/2 =
8
√

2
3π

(−V )3/2(原子単位で)

これを解けばよい。条件は、V (r)|r=0 → Z/r（screen無し）, V (r)|r=∞ → 0（完全 screen）

　解き方　 V (r) = −Z

r
φ(r),　とおく。　∆ =

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
より　　∆V = −Z

r

∂2φ

∂r2

Poisson方程式の右辺 =
8
√

2
3π

(
Zφ

r

)3/2

→　d2φ

dr2
=

8
√

2Zφ3/2

3π
√

r
,　最後に r = axとして、

　
d2φ

dx2
= a3/2 8

√
2Z

3π
x−1/2φ3/2 → 　 a =

(
3π

8
√

2

)2/3

Z−1/3 = 0.88534a0Z
−1/3 とおく。　

　
d2φ

dx2
= x−1/2φ3/2　 Thomas-Fermi標準形

この方程式には解析解は無し、数値積分のみ (下表)。
＊＊最も簡単な式は、Lindhard近似式、φ(x) = 1 − x√

3 + x2

＊＊最も普通には、上述のモリエ－ル近似式

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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♣♣参考：低速衝突で、分子軌道になってしまう場合
1)経験的ポテンシャル
分子間力ポテンシャルを分子の向きで平均したものを（r → ∞ での系のエネルギ－を基準として）使用し、
次式で表されるものを Lennard-Jonesの (n,m)型ポテンシャルと呼ぶ。

　 V (r) =
A

rn
− B

rm
, (A > 0, B > 0, n > m > 0)

よく用いられるのは、n = 12, m = 6 で

　 V (r) = V0

{(
a

r

)12

− 2
(

a

r

)6
}

= 4V0

{(
σ

r

)12

−
(

σ

r

)6
}

,　　　 a ≡ 21/6σ

aは最小値を与える原子間距離、V (r) = 0になるのは、σ。

V(r)

ra

V0

0

このように、斥力ポテンシャルと引力ポテンシャルが共存している場合が、本当は最も一般的なポテンシャル
の形である。入射粒子の軌道（trajectory）も面白いように変化する（後述）。
♣分極力およびファン・デル・ワ－ルス力について
（培風館　物理学辞典より）２つの中性の安定な分子の間に働く分子間力、特にそのなかで遠くまで影響力を
もつ弱い引力部分をさす。分子間距離を rとして 1/rのべきに展開する多重極展開理論においては、双極子・
双極子相互作用の項から出てくる分散力が主な寄与をしている。この場合、力は遠方で 1/r7に比例する。圧
力を上げ温度を下げるとき気体が液体に変わるのは、ファン・デル・ワ－ルス力の存在による。同じ力は化学
的に安定な分子を弱くではあるが結びつけている分子の集団（クラスタ－）や分子性結晶を作る。２つの原子
がファンデルワ－ルス力によって結合し、分子をつくることもある。これをファンデルワ－ルス分子という。
簡単な例

予備知識





双極子モ－メントが作る電位；φ(r) =
p cos θ

r2

それによる r方向の電場；E(r) = −∂φ

∂r
=

2p cos θ

r3

例１）原点にある原子から rの位置に電荷 Zeのイオンがある場合
電荷が原点に作る電場　 E = ze/r2。一方、双極子モ－メント pはこの E によってつくられるから,　 p =
αE　 (α は原子の分極率)。 次に、この pにより電荷 zeの受ける力は上式（θ = 0）から

F = ze
2p

r3
=

2α(ze)2

r5
, この力を∞ → r まで積分すると、「分極ポテンシャル」と呼ばれる引力が生じる。

　 V (r) =
∫ r

∞
Fdr = −α(ze)2

2r4

例２）中性原子同士（＝双極子同士）をやるとファン・デル・ワ－ルス力がでる（略）。－－－－－－－－－－
－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－

ポテンシャル–4


